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$M$ $m$ $(m\geq 3)$ , , $|$) $-$ ,
$K_{M}$ KM\geq l. . $N$ $M$ $n$
$(n\geq 1)$ , . $Exp_{N}$ : $\mathcal{U}(N)arrow M$
$i(N)$ . $\nu(N)$ $M$ $N$ .
$i(N)$ :
$i(N)= \sup${ $r>0;ExPN$ : $\nu_{r}(N)arrow M$ }.
$\nu_{r}(N)$ $r$ $M$ $N$
.
Grove-Shiohama ([8]) $M$ $d(M)$ ,
$d(M) \leq\frac{\pi}{2}$
. Gromoll-Grove $([6|)$ ,
$M$ 1 , $1\leq K\leq 4$
$P^{2k-1}(\mathrm{C})(m=4k-2)$ $\overline{M}$ . , $\overline{M}$
$\varphi$ : $P^{2k-}1(\mathrm{C})arrow P^{2k-1}(\mathrm{c})([_{Z_{1,\ldots,k,k}}ZZ+1, \ldots, z2k]arrow[_{\overline{Z}\overline{Z}}k+1, \ldots,2k, -\overline{z}1, \ldots, -\overline{z}k])$
$P^{2k-1}(\mathrm{C})$ .
$i(N)$ , $i(N) \leq d(M)\vee\leq\frac{\pi}{2}$ . $i(N)= \frac{\pi}{2}$ $N$
$M$ .
.
(1) $M$ $N$ , $i(N)$ $\frac{\pi}{2}$
.
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2.1
, $M$ $m$ $(m\geq. 3)$ $\text{ },$ .
, $IC_{M}\geq 1$ . , $N$
$M$ $n$ $(1\leq n\leq m-1)$ ,
. $\iota$ : $Narrow M$ , \sim 1 $\pi_{1}(N)arrow\pi_{1}(M)$ $\iota$
. $G=\iota_{\#}(\pi_{1}(N))$ . $\iota_{\#}$ , $\pi_{1}(M, N)=0$
. , $\pi_{1}(M, N)\neq 0$ .
22 ([9])
$G$ $\pi_{1}(M)$ $G=\{1\}$ $\pi_{1}(M)$ ,
$i(N) \leq\frac{\pi}{4}$
. $M$ 1 $N$ $\frac{m-1}{2}$ $M$
.
2.3 ([9])
$G^{J}=\{1\}$ $i(N)> \frac{\pi}{4}$ , $\pi_{1}(M)$ .
2.4 ([9])
$N$ $M$ . $G=\{1\}$ ,
$i(N) \leq\frac{\pi}{4}$
. , $M$ 1 $P^{m}(\mathrm{R})$
$N$ 2 $s^{m-1}(2)$ .
2.5 ([9])
$N$ $M$ $S^{m-1}$ ( )
. ,
$i(N) \leq\frac{\pi}{4}$
. , $m$ , $M$ 1 $N$
$S^{k}(2)\chi S^{m-k-1}(2)(1\leq k\leq m-2)$ ( )
. , $arrow\vee$ . $\pi_{1}(M, N)=0$ $N$ $M$
(cut locus) $C_{N}$ $M$ , 2
. $C_{N}$ , $m=2k+1$ $N$ $M$ .
26 ([9])
$V$ $m$ $(m\geq 3)$ , , ,
$IC_{V}\geq 1$ $N$ $V$ $n$ $(1\leq n\leq m-2)$ ,
. $m$ $n$ ,
113
$i(N) \leq\frac{\pi}{2}$





$V$ $m$ $(m\geq 3)$ , ,
$IC_{V}\geq 1$ . $d$ $V$
. $V$ $A$ ,
$B(A, r)=\{x\in V;d(X, A)<r\}$ , $\partial B(A, r)=\{x\in V;d(X, A)=r\}$
. $V$ .
3.1
Bonnet-Myers , $V$ $d(V)$ $\pi$ . Toponogov
, $d(V)=\pi$ $V$ 1 $S^{m}(1)$
.
32 $\pi-$
$C$ $V$ . $C$ , $\pi$ $V$
$C$ , $C$ $V$ \mbox{\boldmath $\pi$}- .
$C$ $V$ $\pi-$ .
$C$ , $V$ 1 $S^{m}(1)$ , $C$
2 $x$ . $y$ $d(x, y)=\pi$ . 3.1 .
$C$ $M$ $k$ $(k\geq 0)$ (embedded) . $C$
$\dim C\geq 1$ , $C$ 2 $C$ $V$
.
$C$ $\partial C$ . , $C$ $d(x, \partial C)(x\in C)$
, $C$ $\partial C$ 1
([3]). , .
321
$\dim C\geq 1$ $C$ $V$ $\varphi$ , $C$
.
322 ([6])




$t$ $B(C, t)$ $m$ $D^{m}$
.
33
$A$ $V$ . $B= \{x\in V;d(x, A)\geq\frac{\pi}{2}\}$ .
Toponogov .
331
$A,$ $B$ , $B\neq\emptyset$ .
(1) $B$ $V$ $\pi-$ .
(2) $A$ $V$ $\dim B\geq 1$ , $B$
$V$ , , ,
$d(x, A)= \frac{\pi}{2}(x\in B)$ .
34
$C_{1},$ $C_{2}$ $V$ , :
$C_{1}= \{x\in V;d(x, C_{2})\geq\frac{\pi}{2}\}$ , $C_{2}= \{x\in V;d(x, C_{1})\geq\frac{\pi}{2}\}$ .
33.1 $V$ $\pi-$ . Toponogov
.
3.4.1
(1) $\partial C_{1}=\emptyset$ , $d(x, C_{2})= \frac{\pi}{2}(x\in C_{1})$ .
(2) $\partial C_{1}=\partial C2=\phi$ , $d(x, y)= \frac{\pi}{2}(x\in C_{1}, y\in C_{2})$ .
, $C_{1},$ $C_{2}$ , $n_{i}:=\dim c_{i}\geq 1,$ $(i=1,2)$ . $C_{1},$ $C_{2}$
$V$ . 2 , $n_{1}+n_{2}\leq m-1$ .
3.3.1 (2) , $C_{1}= \partial B(C2, \frac{\pi}{2}),$ $C_{2}= \partial B(C1, \frac{\pi}{2})$ .
2 $x_{1}\in C_{1},$ $x_{2}\in C_{2}$ . Si $(i=1,2)$ $x_{i}$ $C_{i}$
.




(1) $C_{1}$ (resp. $C_{2}$ ) $V\backslash C_{2}$ (resp. $V\backslash C_{1}$ ) .
(2) $\pi_{i}$ Riemannian submersion .





$V$ , , $C_{1}$ ,
$C_{2}$ :
$C_{1}= \{x\in V;d(x, C_{2})\geq\frac{\pi}{2}\}$ , $C_{2}= \{x\in V;d(x, C_{1})\geq\frac{\pi}{2}\}$ .
$m$ , $V$ $S^{m}(1)$ .
35
$L$ $V$ , . $V$
, $V\backslash L$ 2 $D_{1},$ $D_{2}$ . $L$ $D_{1},$ $D_{2}$
. $Ci= \{x\in D_{i;}d(X, L)\geq\frac{\pi}{4}\}(i=1,2)$ .
3.5.1
$i(L) \geq\frac{\pi}{4}$ . .
(1) $d(x, C_{i})= \frac{\pi}{4}(x\in L)$ .
(2) $C_{1}= \{x\in V;d(x, C_{2})\geq\frac{\pi}{2}\},$ $C_{2}= \{x\in V;d(x, C_{1})\geq\frac{\pi}{2}\}$ .
(3) $C_{1},$ $C_{2}$ $V$ $\pi-$ .





$p:Varrow M$ . $V$ $I\mathrm{s}\mathrm{i}v\geq 1$
. $V$ $\pi$ . $V$ $\pi_{1}(M)$
. $\Gamma$ $\pi_{1}(M)$ $V$ . $\Gamma$ $\#\Gamma$ . $\Gamma_{1}$
$G=\iota_{\#}(\pi_{1}(N))$ $\Gamma$ . $\pi_{1}(M, N)\neq 0$ $p^{-1}(N)$
2 , $\Gamma_{1}$ .
.
42 22
$i(N) \geq\frac{\pi}{4}$ . $i(N)= \frac{\pi}{4}$ $V$ $S^{m}(1)$
.
(1) $G=\{1\}$ $\pi_{1}(M)$ $H$ : $H$ $\Gamma$
. $N_{1},$ $\cdots,$ $N_{s}$ $p^{-1}(N)$ . $s\geq 3$ .
,
$d(N_{1}, N_{2})= \min\{d(N_{i}, N_{j});1\leq i<j\leq s\}$
116
. $i(N) \geq\frac{\pi}{4}$ , $r:=d(N_{1}, N_{2}) \geq\frac{\pi}{2}$ .
$A= \bigcup_{\varphi\in\Gamma_{0}}\varphi(N_{1})$ , $B= \{x\in V;d(x,A)\geq\frac{\pi}{2}\}$ , $C= \{x\in V;d(X, B)\geq\frac{\pi}{2}\}$
. $N_{2}\subset B$ , $\dim B\geq 1$ . $A$ F0- , $B$ .
, $B$ , $\dim B\geq 1$ . 3.3.1 (2) , $B$ $V$
, , , , $d(x, A)= \frac{\pi}{4}(x\in B)$
. 3.3.1 (1) $C$ $V$ $\pi-$ . $C$
, $V$ \iota -- $S^{m}(1)$ $C$ 2 . $B$
.
$S^{m}(1)$ $(m-1)$ , $i(N)= \frac{\pi}{4}$ . $C$
. $C$ , $\dim C\geq 1$ . 3.3.1 (2) $C$ $V$
, , , , $B= \{x\in V;d(\dot{x}, c)\geq\frac{\pi}{2}\}$
. , $r= \frac{\pi}{2}$ , $i(N)= \frac{\pi}{4}$ . $\#\Gamma\geq 3$ , Synge
$m$ . 3.4.3 , .
(2) $G$ $\pi_{1}(M)$ : $p^{-1}(N)$ $N_{1},$ $\cdots,$ $N_{s}$ .
$s\geq 2$ . ,
$d(N_{1}, N_{2})= \min\{d(N_{i}, N_{j});1\leq i<j\leq s\}$
. $i(.N) \geq\frac{\pi}{4}$ , $r:=d(N_{1}, N_{2}) \geq\frac{\pi}{2}\text{ }.$
.
(1)




$i(N) \geq\frac{\pi}{4}$ , $\Gamma\cong Z_{2},$ $i(N)= \frac{\pi}{4}$ $V$ $S^{m}(1)$
. $G=\{1\}$ , $p^{-1}(N)$
2 . $L$ $p^{-1}(N)$ – . $L$ $V$
, $V\backslash L$ 2 . $p^{-1}(N)$ $\frac{\pi}{2}$
. $d(V)\leq\pi$ . Toponogov
, F\cong Z . $i(N)= \frac{\pi}{4}$ $V$ $S^{m}(1)$
. $N_{1},$ $N_{2}$ $p^{-1}(N)$ . $d(N_{1}, N_{2}) \geq\frac{\pi}{2}$ , $i(N_{i}) \geq\frac{\pi}{4}$
$(i=1,2)$ . $D_{i1},$ $D_{i2}(i=1,2)$ $V\backslash N_{i}$ . $N_{1}\subset D_{21}$ ,
$N_{2}\subset D_{12}$ . $C_{ij}= \{x\in D_{ij;}d(x, Ni)\geq\frac{\pi}{4}\}$ $(j=1,2)$ .
, $N_{1}\subset C_{21},$ $N_{2}\subset C_{12}$ . , $d(C_{11}, C_{2}2)=\pi$
. $i(N)= \frac{\pi}{4}$ $V$ $S^{m}(1)$ . , $C_{ii}(i=1,2)$ 1
$x_{i}$ . 35.1 (1) $x_{i}$ $\frac{\pi}{4}$ $V$
, 2 $(m-1)$ $s^{m-1}(2)$










. $m$ , $V$ $S^{m}(1)$
$L$ $S^{k}(2)\cross s^{m}-k-1(2)(1\leq k\leq m-2)$ .
$V$ $L$ $C_{L}[]\mathrm{h}$ , . C 2
, $V$ $\pi-$ .
$V,$ $L$ 451 . $D_{1},$ $D_{2}$ $V\backslash L$ .
$C_{i}= \{x\in D_{i;}d(x, L)\geq\frac{\pi}{4}\}$ $(i=1,2)$
.
4.5.2
$i(L) \geq\frac{\pi}{4}$ . .
(1) $C_{i}$ $V$ , , $\pi-$
. $\dim$ $Ci\geq 1$ .
(2) $i(L)= \frac{\pi}{4},$ $d(x, y)= \frac{\pi}{2}(x\in C_{i}, y\in C_{2})$ .
(3) $C_{L}=C_{1^{\cup c_{2}}}$ .
452 : 35.1 $C_{1},$ $C_{2}$ $V$ $\pi-$ .
$\dim C_{1}\geq 1$ $\partial C_{1}=\emptyset$ . $C_{1}$ 1
$\dim C_{1}\geq 1$ $\partial C_{1}\neq\emptyset$ . $t\in(0,$ $\frac{\pi}{4})$ $\partial B(C_{1}, t)$
$S^{m-1}$ . $C_{1}$ 1 , $\dim C_{1}\geq 1$
$\partial C_{1}\neq\emptyset$ 3.2.2 . 3.5.1 (4) $L$ $S^{m-1}$
. $L$ . , $\dim C_{2}\geq 1$ $\partial C_{2}=$ .
(2), (3) 34.1, 35.1 .
453 451
$i(L) \geq\frac{\pi}{4}$ , $i(L)= \frac{\pi}{4}$ . $C_{1},$ $C_{2}$ 4.5.2
. 4.5.2 . $i(L)= \frac{\pi}{4}$ , $m$ . 351
$V$ $S^{m}(1)$ . $L$ $S^{k}(2)\cross S^{m}-k-1(2)$





$i(N) \geq\frac{\pi}{4}$ $N$ $S^{m-1}$ ( ) .
$G=\pi_{1}(M)$ .
454 : $G\neq\pi_{1}(M)$ . $G=\{1\}$ , 24
$N$ $s^{m-1}(2)$ . $N$ . $\# G\geq 2$
. $N_{1},$ $\cdots,$ $N_{s}$ $p^{-1}(N)$ . $G$ $\pi_{1}(M)$ ,
$s\geq 2$ . ,
$d(N_{1}, N_{2})= \min\{d(N_{i}, N_{j});1\leq i<j\leq s\}$
. $r:=d(N_{1}, N_{2})\geq 2i(N)$ $r \geq\frac{\pi}{2}$ . 3.3.1 (1)
$A= \{x\in V;d(X, N_{1})\geq\frac{\pi}{2}\}$ $N_{i}(2\leq i\leq s)$ $V$ $\pi-$ . $N_{1}$
, 3.3.1 (2) $A$ $V$ ,
, . $d(x, N_{1})= \frac{\pi}{2}(x\in A)$ . $\mathrm{g}$. Ni
, $A=N_{2}$ $s=2$ . $V\backslash A$ 2
$A$ , $d(x, N_{1})> \frac{\pi}{2}$ $x\in V\backslash A$
. .
455 25
4.5.4 $L:=p^{-1}(N)$ $V$ , $\Gamma$
. $L$ $S^{m-1}$ , 4.5.1
$i(L) \leq\frac{\pi}{4}$ . $i(N)\leq i(L)$ $i(N) \leq\frac{\pi}{4}$ . $i(N)= \frac{\pi}{4}$ $m$
. 4.5.1 $V$ $S^{m}(1)$ $L$
$S^{k}(2)\cross s^{m-}k-1(2)\subset S^{m}(1)$ (embedded) $(1\leq k\leq m-2)$ . $L$
C 2 $C_{1},$ $C_{2}$ , $V$ ,
$\pi-$ . $M$ 1 $N$
$S^{k}(2)\cross S^{m-k-1}(2)$ ( ) . $N$ $C_{N}$ $C_{L}$
( ) . $C_{N}$ , $\varphi(C_{1})\neq C_{1}$ $\varphi\in\Gamma$
. $\varphi(L)=L$ $\varphi(c_{1})=c_{2}$ . $m=2k+1$ .
$S^{k}(2)\cross s^{k}(2)$ $S^{m}(1)$ $N$ $M$ .
46 26
$V,$ $N$ 26 , $i(N) \geq\frac{\pi}{2}$ .






(2) $N$ $V$ $\pi-$ . $N$ $V$ .
(3) $A$ $V$ , , $\pi-$ .
46.1 : $N\subset B$ . 331(1) $A,$ $B$ $V$ $\pi-$
. $B$ $d(A, B) \geq\frac{\pi}{2}$ $\dim B=\dim N$
. $N=B$ . $1\leq\dim N\leq m-2$ $A$ .
462
$\partial B(N, t)=\partial B(A, \frac{\pi}{2}-t)$ $(t \in(0, \frac{\pi}{2}))$ .
4.6.3
$m$ $n$ . .
(1) $a:=\dim A\geq 1$ . $\partial A=\emptyset$ .
(2) $d(x, y)= \frac{\pi}{2}$ $(x\in A, y\in N)$ .
(3) $i(N)=i(A)= \frac{\pi}{2}$ .
463 : $a=0$ . $A$ 1 .
$r \in(\mathrm{O}, \frac{\pi}{2})$ $\partial B(A, r)$ $S^{m-1}$ . $i(N) \geq\frac{\pi}{2}$
4.6.2 $\partial B(A, r)=\partial B(N, \frac{\pi}{2}-\Gamma)$ , $N$ $\pi_{N}$ : $U(N)arrow N$
$U(N)$ $S^{m-1}$ . $S^{k}$ j-
$(1<i<k)$ , $m-1$ . $n$
. $\pi_{N}$ : $U(N)arrow N$ $F$ $S^{1},$ $S^{3}$ ,
$S^{7}$ – ([1]). $\dim F$
1, 3, 7 . $\dim F=m-n-1$
. $a\geq 1$ . $\partial A=\emptyset$ . $\partial A\neq\emptyset$
. 3.2.2 $r \in(0, \frac{\pi}{2})$ $\partial B(A, r)$ $S^{m-1}$
. $U(N)$ $S^{m-1}$ .
. $\partial A=$ (2) 34.1 . (3)
(2) 462 .
3.4.3, 4.6.1, 4.6.2. 4.6.3 .
464
$m$ $n=1$ $V$ $S^{m}(1)$ .
$n\geq 2$ . 2 $x\in A,$ $y\in N$ . 4.6.3 (2)
$d(x, y)=d(A, N)= \frac{\pi}{2}$ . $S$ $x$ $A$
$(m-a-1)$ . 3.4.2 (2) $p_{N}$ : $Sarrow N$
$(PN(Y)=Expx( \frac{\pi}{2}Y))$ Riemannian submersion . $N$ $z\in N$
$p_{N^{-1}}(z)$ .
465
$m$ $n$ $n\geq 3$ . $V$ $S^{m}(1)$ .
120
465 : Riemannian submersion $p_{N}$ : $Sarrow N$ .
$m=a+n+1$ . , $m>a+n+1$ .
$z\in N$ $\dim pN^{-1}\geq 1$ . $\dim S=m-a-1$
. – $\dim p_{N^{-1}}$ ([5]). $n$ .
$m=a+n+1$ . $N$ $S^{n}(1)$ . $N$ $V$









$b$ , $a^{2kk}=e,$$a=b^{2}$ ,
$bab^{-1}=a^{-1}$ ( $2k$ $a$ $(k\geq 2)$ ) $4k$ . $Q8$
$D_{2}^{*}$ .
5.2 ([10])
$M$ , $\gamma$ $M$
. $\pi_{1}(M)$
$i( \gamma)\leq\frac{\pi}{4}$
. $M$ 1 $\pi_{1}(M)$ $D_{k}^{*}$
, [$\gamma|\in\pi_{1}(M)$ $d$ . , $d=2$ $k=2$ ,
$d\geq 4$ $d=2k$ .
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